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RESUMEN 

Recientemente Kalla, Conde y Luke(Math .Comp •• 
38 (1982), 207-214) obtuvieron algunos resultados 
que involucran fun ciones de Jacobi. En este traba
jo, extendemos sus resultados para obtener ciertas 
integrales que involucran polinomios de Ri ce e 

in tegrales Beta de funciones del tipo + F ( .). 
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ABSTRAeT 

Recently Kalla, Conde and Luke (Matb.Comp., 
38 (1982). 207-214) have ~cudhod some results 
involving Jacobi Eunctions. In the oresenl [laper, 
we extEnd their results to obtain certain inte~rals 
involving Rice polynomials and Beta integTals oE 

f ( . ) type functions. 
p+1 P 

l. lN1'RODUCCION 

En [5 J, Kalla-Conde-Luke estudiaron la inte
gral 

J. b ¡ b (a..B) 
J = J (l-x)a(If?c) P (x)dx con Re (a):-- l , Re (b»- 1 
~.u. 6 - l v 

(a. 8) (Ct"t-l) 1-x 
Donde P,; (x) = r(V+l~ ~Ft (-v,v+},;(ti-l; -2-); 

.\ = ct+f+l. lo cual constituye una generalización 

a los trabajos de B1ua [1], Gautschi [2] Y Gat


teschi [3J 


En este trabajo se pretende extender los re
sultados anteriores, y B la vez usar esto~ resul
tados para establecer al~una~ integrales de poli 

-
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INTEGRALES CON FUNCIONES GENERALIZADAS DE 


JACOBI y POLINOMIOS DE RICE 

nomíos de Rice [81, asi como de algunas integrales 
tipo beta de n+ F . 

1'.1 P 

2. INTEGRAL DE FUNCIONES GENERALIZADAS DE JACOBI 

D~ftA~i~Aé furt~~Ón ~énétallzada de Jacob~ de 

rftí~T~r9¡ {l!~} i i 
(Ct,rn (Ct+l) v - v ,v+/', e 

1-x) (1)(Pv c,p,x) = r(V+l) lF~( a+l, p 2 

Donde A = 0+8+1 Y p ~ O -1 .-2, ... ;~.v 1 -1, 
-2 ..... La cual es continua en [-1.11 si 
Re(p-d-c) > O 

(a., B) (Ct, B) 

Observese que si p=c , p) (c.~,x) = PI) (x). 

Consideremos la Integral : 

(0.. [3) 

1 f (l-x) (1+x)b PI) (c,p,x) dx (2) 

,a,B -i 

a,b,c,p I a 

con Re(a»-l, Re(b»-1 (manteniendo las condicio
nes anteriores para 105 demas parámetros). 

Iltroduciendo : 

a,b,c,p 
xL 

- v .\.+), c 
x+l ) dx (3)

2
8+l,p 
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y si y = -x obtenemos 
[~I(a+l+k) -1j!{aH) + ljI(a+b+2) - ~(a+b+2+k.) J (6) 

Así mismo) derivandQ con reBpecto a b, t@ne
mas 

A,h,c,p. D le,a) b 
lJ,<l.B = l. lt-y) (l+y)H P" (C.P.y) dy:1 .~,e,u 

... v t e t 1 

(4) 

Sin embargo en general 

(a, S)(n. S) (n, B)
n

P (C,p,X) I (-1) P (c,p,-x). como puede p~ (c,p,x) dx = [L 2 + ~(b+l) - ~(a+bt2)1 x nn 
n 

comprobarse con a = 1, a= 2, n=1, c=l, p=z. y por 


lo tanto no se cumple una igualdad similar a la(6) a,b,c,p za+b+1(u+l) r(a+l) r(b+l)

\1de (5). 1 + x 

\1,(1,1:1 r vtl) r(a+b+2)
La evaluación de (2) viene del teorema 38, p. 

104 de [7 J. En efecto, haciendo u= ( l-x )/2 
se tiene : 

a.b •.:,p za+b+l r(a+l)f(b+l)(a+l) 
\' 

1\I.Cl, 15 f(a+b+2) r(-v+l) (7) 

Observemos que si a1 -1,-2, ... Y Re(p-a
-'J, \/"tA, c. a+1 c»O, (4) se cumple y(5) 

a+l, p, a+b+2 


a ,b,c.p b,a 
dI aL\I,a,a v, S,a 

(8)Con Re(a»-l. Re(b»-l, Re(p+l+b-c-B) > O ílb 

Derivando (5) respecto de a, tenemos De (6) y (7). tenemos otras integrales de 
cierto interés como : 

a,b,c,p 
en a,b,c,p\I,a, B x a,b, .. ,p.. J 

f •\I.a,8 5\1,a,13 -1as 

(a, Sl a,b,c,p a,b,c,p
P (c.P,x ) dx = [Lo 2 + ~(a+l) -~(a+b+2) 1 J + K (9) 

\I,a,8 v,(1,B 
v 

2atbtl(CL+l) Ratl)f(btl}
\1+ a,b,c,p 1 (a, S)r(-V+l) f(a+b+2) L (l-x)T = ¡ (l-x)a (ltx)b P (c,p,lt)dlr¡ n 1tlt \!\I,a.fl 

(-V)k(-v+A)k (c)k(a+l)k a,b,c.p a,b,c,pL x 
K (10)k=O (a+l)k (P)k (a+b+2)k k! J 

v,(l,a \1 ,0..8 
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a+b+!
Finalmente si en {~) camb11lIllos 1 por u _ x;1 

, 
se t~~nc i 

a,b,c,p a,b,c,p a,b,c,p 
J ~ L 2 1 + lJ (11nv, ,a v,a,S v,a.e 	 -11, V+)., el ••• • • e t' a+ 1 ; 

( 	 1) (13) 
tltl. PI, . ••• P , a+b+2;

m 

a,b,c,? a+b+) 1 b 

Donde W = 2 ¡ l (l-u)u (1-u)8x 


V.eI,a n 


v,a.S r(a+b+2) )'(V+1) 
x 

(a,S) (a, 8) {a,S} 
R (c,p,u) du y R (c,p,u)" P (c,p,2u-l). 

'J V V 
m R. m 2 

(Función de Jacobi-cc,p desplazada) Re ( L p. - r c . -8»0 ; Re ( r p.- r c. +b-B»O 
i=1 1 j=l J i=1 1 i~1 J+l 

Luego 

Así mismo 

a,b,c,p 
r~~Tl)-~(atbtZ)l 1 '\ 

V,Ci, B 
a,b,c,p a.b.c,p 

J [L 2 +W(a+l) - 1jJ(a+b+2) I1 +
a+h+l v.a.S n 	 v,Il,8

2 (a+l) r(a+l)r(b+1)>> (-V\(v+A)k(c\(a+l\ 
--------~-------- r x 

f(V+l) r(s+b+2) k-O (P)k(0+1)k(a+b+2)k k~ a+b+l 
2 (0+1)v f(a+lHeb+l) 

" r(a+b+2) r(v+l) 

[w(a+l+k)-w(a+l) + W(s+b+2) - ~(a+b+2.+k) 1 (12) 

3, OTRAS GENERALIZACIONES 

Es obvio que los .esultados (5), (6) Y (7) se 
pueden generalizar para $(a+b+2)-ljJ(a+b+2+k) 1 	 (14) 

(It.Pl _ (0+ Ú\I -\.l, At('.t.~ •• ,c} 1-
( , :-f)l' (c.P,x) ~ ---- 9-+ Fm+ 

\) r(v+) n+L,Pl •..• ,Pm. 
-p • • , ~~ '" a,b,c.p 	 a,b,c,r 

K [L 2. + W(b+l)- w(a+b+2)] I + 
v,CI.i3 n \/.a,8 

- R, - mDonde e f R ; p (, R 

2a +b+1 (~l) f(a+l) f(b+l) __________v~_________ x 
En efecto de acuerdo a [7, t.3a, p.104],tene r (a+b+2) fCv+l) mos 
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(-V\(\i+A\ n (cj\(a+l\ 

____--='_l~____- rNa+b+2H/I (a+b+ 2+1<)] 

m 
n (p . \(a.+l\ (a'¡b+2)k k ~ 
)=1 .1 (15) 

Otro tipo de generali~aci6n e5 la siguiente 

(0.,(3) (et+l) 
Siendo P (c,p,s ,x) = _ __v x 

v f(Wl) 

l-x 
s T)


a+l, p 


Tomando en cuenta l4, fórmula 12, Pág. 850] 

a,b,c , p,s 1 (a, (3) 
1 f (l_x)8(1+x)b P v (c,p,s,X) d x = 

V ,a, e -1 

2a+b+
1 

(a+l)vf (a+l)r(b+l) -\1, \J+).,c,a+l 
~fl ( ; a) 

r(v+l) f(a+b+2) a+l,p, a+b+2 

(16) 

Donde además de las condiciones exigidas en 
(1), (2) Y (5), se debe tener Is l<l. 

Derivando con respecto a s,'y tomando en 
cuenta [7, Probo 2, P. 107] así como (4, fórmula 
(12), P. 850J, se tiene ! 

ara,b,c,p,s3,b,c,p,s v ,n , 13
U = as
v,n,S 

a+b+l 

-V+1, V+A+l,c+l 
3P2 ( su ) du 

et+2. p+l 

2a+b+l r (et+l+V)(v+A)C r(a+2)f(b+l) 


p f(a+2)f(v)f(a+bt3) 


-V+1 1 WA+1 J e+1, ~tZ 

~F3( s ) (17) 
a+2, p+l, a+b+J 

Donde los parámetros cumplen las condiciones 
de ( 1 6 ) Y además V,¡. o. 

Si en (1), hacemos v=n y 0.=8=0, lenemos 108 

denominados polinomios de Rice (Ver [8]). O s e a : 

(0,0) 
P ·(c,p,x)
n 


1, p 


(l8) 

La evaluación de las integrales (5). (6), (7 ), 
(9),(10) y (11) para este caso particular no ofre
ce mayor interés, aparte de obteoerse polinomios 
en x. 

AsJ: por eJ empl o 

a,b,c,p t a b 
1 ~1 (l-x) (l+X) Hn(C.P,x) dx 

2s+b+1r(a+l)r(b+l) -n,n+l,c,a+l 
-=-_.....:...:-=.:.."-=~~ ~F 1 ( ; 1) 

f(a+b+2) 1,p,a+b+2 

(19) 

r(n+l+v) (v+A)C Sin embargo hay un caso de particular interés, 
y es cuando p=a+l (a+-1.-2 • . . . y a>-1)p. r(a+2) re v) 
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En efecto; de acuerdo a [4, fórmula 11, Pago

J 

a.h.t. 	 a.b,c.a+l , ~ b
R " 1 • I (I-x) (I+x) Rn (c,a + 1, xl dxn 	 -1n,nt O 

2a+b+l r(a+l)r(b+1) -n,n+l, c 
!F2 ( ; 1) 

r(a+b+2) 1,a+b+2 

d,b,c 
B (l-x) 

a 
(l+x) 

b 
ti (c,atl:x) dx ~ 

n n 

a+b+l 

2 f(a+l)r(b+l) 


(20) 
r(a+b+2) 

Derivando respecto de a, tenemos 

a b 	 ) a,b,c
(1-x) (1+X) dx = [L 2 + l/1(a+1) - !Ji(a+b+2) xBnn 

za+b+'r(a+1)r(b+l) aRn 
+ 	 aa (c,a+bH¡-l) 

r<a+b+2) 
(21) 

a " -1 , -2,... a > -1, Re(b) > -1 

Aaí mismo, integrando término a término,tene
mos 

, a aHb a+b+¡
J (l-x) (1+x) a;- (c,a+1; x ) dx # 2 x-, 	

n 

(22) 

Finalmente, tenemos que en (16) para p=a+l, 
v-n, a-S-O 

a.b,c .. s a"b.c.a+l,s 
1 8 h

R • 1 = 	 / (l-x) O+x) Hn(c,n+l¡SlC)dx 
-1n n,o,o 

2a+b+1 r(a+1)r(b+l) 
-------- H (c,a+b+2;1-2s)n

r(a+b+2) 
(23) 

a; -1,-2, ... ;a>-1, Re(b) >-1, \s\ < 1 
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